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❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ③♦♥❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦❧❛r ♣♦✇❡r ✐s ♦❢ ❜✐❣ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ ❛ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ s②s♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❜♦✈❡ 80% ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡
♦❢ ❧❛t✐t✉❞❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ▲❋❘ ✇✐t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦rs ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛ s✐t❡ ♦❢ ❧❛t✐t✉❞❡ 45◦
✭❝❡♥tr❛❧ ❋r❛♥❝❡✮ ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✢❛t ▲❋❘ ✐♥✲
st❛❧❧❡❞ ❛t ❧❛t✐t✉❞❡ 35◦ ✭♥♦rt❤ ❆❢r✐❝❛✮✳
❲❡ st❛rt t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✷
✭♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ ❛♥❞ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✮ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ♥❡✇ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ♠♦❞❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞✳
❚❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳
◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❛♥❞
t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳
❖♣t✐❝❛❧❧②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ t✐❧t✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s ✇✐❧❧ ♥♦t ✇♦r❦✱ ❢♦r t❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
✐s ♥♦t ❝♦♣❧❛♥❛r ✇✐t❤ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❧✐❣❤t ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❡❡t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛t ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ❢♦r t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ♣✉t t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥s s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ r♦t❛t✐♦♥
❛①✐s ✐s ✐♥ ❛ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ♦r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤✐❧❡ ✭s❧✐❣❤t❧②✮ t✇✐st t❤❡♠ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t✳
❆s t❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❡①tr❛ ❝♦st ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦r❡ s❤❛❞✐♥❣
❧♦ss❡s✱ ✇❡ ✜① ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ t✇✐st ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❙✉♥✳ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ t✇✐st ✐s ♥♦t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ♠❡❛♥s ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❝♦st
♦✈❡r❤❡❛❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐ss✉❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐s t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
❛①✐s ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r ✐s ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✳ ❖✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ✐❢ ✢❛t ♠✐rr♦rs ♦r
❝✉r✈❡❞ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❧♦✇ ❢♦r ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝✉r✈❡❞ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❛♥❞
✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪ ❢♦r ❤♦✇ t♦ r❡❛❧✐③❡ s✉❝❤ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥
❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦st✳
❙♦♠❡ ♠✐♥♦r ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳
✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ✜① t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳
δ ❚❤❡ ❙✉♥✬s ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛②s ♦❢ t❤❡ ❙✉♥
❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ❡q✉❛t♦r✳
h ❚❤❡ ❤♦✉r ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ t❤❛t ❡q✉❛❧s ✵ ❛t ♥♦♦♥✳
γ ❚❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r✳
ϕ ❚❤❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐t❡✳
α ❚❤❡ ❡❛st✲✇❡st r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r✳
✸
β ❚❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r✳
λ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r str✐♣✳
σ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❋♦r t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✱ δ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✲✷✸✳✹✹➦ ❛♥❞ ✷✸✳✹✹➦ ✐♥ ❛ ②❡❛r❧②
❜❛s✐s✱ t❤❛t ✐s✱ ♣✉tt✐♥❣ ✐♥t♦ r❛❞✐❛♥s
δ = δ (τ) = 0.409 cos (τ) ,
✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ②❡❛r❧② t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ 2pi ❢♦r τ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡
②❡❛r✳ ❋♦r ❛♥② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (δ)✱ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙✉♥✬s ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ τ ♦✈❡r
♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✿
f =
1
2pi
2piˆ
0
f (δ) dτ
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞❛✐❧② ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ h✱ ✇❡ ✇✐❧❧
✉s❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r h ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ −pi/3 t♦ pi/3✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❛✐❧②
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✽❤ ❛♠ t♦ ✹❤ ♣♠✳ ❚❤❡ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞
✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ s❡t✉♣ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛s t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞r♦♣s
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ |h|✳ ❙♦ ❛ ✢❛t ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ h
❝❧♦s❡ t♦ ±pi/3✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐❣♥♦r❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ h ❜❡②♦♥❞ ±pi/3✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r ♠♦st r❡❛❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs t❤❡s❡ t✇♦ ❡rr♦rs ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (δ, h) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ δ ❛♥❞ h✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳
f =
3
4pi2
2piˆ
0


pi/3ˆ
−pi/3
f (δ, h) dh

 dτ . ✭✶✮
❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s✉♥❧✐❣❤t ♦♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♠✐rr♦r
✐s ❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✐t ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t✳
▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs
v1 ❛♥❞ v2✱ ❛♥❞ ❧❡t v ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ||v|| = 1✳ ▲❡t a ❜❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡
❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ P ✳ ❚❤❡♥
cos (a) = |det (v1, v2, v)| ,
✇❤❡r❡ M = (v1, v2, v) ✐s t❤❡ 3× 3 ♠❛tr✐① ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ 3 ✈❡❝t♦rs ✉♥❞❡r ❛♥② ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✳
Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❛ 3× 3 ♠❛tr✐① ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐ts ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs✳ ◆♦✇ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ v1, v2
❛♥❞ v✱ t❤✐s ✈♦❧✉♠♥ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢❛❝t♦r✳
✹
▲❡t α ❜❡ t❤❡ ❡❛st✲✇❡st r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✱ ❛♥❞ β t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤
t✐❧t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✳ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t
x ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✱ z ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ x ❛♥❞
♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✱ ❛♥❞ y ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❜♦t❤
t♦ x ❛♥❞ t♦ z✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✐rr♦r ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛ ❣r♦✉♥❞ t❤❛t ✐s t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t✐♥❣✱ t❤❡ ❡❛st✲✇❡st r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ✐s ❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐①
M1 =

 1 0 00 cos (α) − sin (α)
0 sin (α) cos (α)

 .
◆❡①t✱ r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ t♦ ❧❛t✐t✉❞❡ ϕ ❛♥❞ t✐❧t✐♥❣ t♦ ❛♥❣❧❡ β ✐s ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ xz✲♣❧❛♥❡✱ ✇✐t❤ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ϕ− β. ■t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
♠❛tr✐①
M2 =

 cos (ϕ− β) 0 − sin (ϕ− β)0 1 0
sin (ϕ− β) 0 cos (ϕ− β)

 .
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❧❢✲r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
M3 =

 1 0 00 cos (h) − sin (h)
0 sin (h) cos (h)

 .
◆♦✇ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ ✐s v =

 sin (δ)0
cos (δ)

✱
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜rst ♣✉tt✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ xy✲
♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ r♦t❛t✐♥❣ ❡❛st✲✇❡st t♦ ❛♥❣❧❡ α✱ t❤❡♥ t✐❧t✐♥❣ t♦ ❛♥❣❧❡ ϕ−β, ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤✐s s❡r✐❡s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ♠❛tr✐①
M = M3M2M1 .
▲❡t w1 =

 10
0

✱ w2 =

 01
0

 ❜❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡
xy✲♣❧❛♥❡✳ ❆s M ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✈❡❝t♦rs v1 = Mw1
❛♥❞ v2 = Mw2 ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
▲❡♠♠❛ ✶✱ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t t♦ t❤❡ ♠✐rr♦r ✐s
γ = γ (δ, h, α, β) = | det (v1, v2, v) | . ✭✷✮
◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ α ❛♥❞ β ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ δ ❛♥❞ h✳ ❖♥❝❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦s✐♥❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r str✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ✭✶✮✿
γ =
3
4pi2
2piˆ
0


pi/3ˆ
−pi/3
|det (v1, v2, v)| dh

 dτ , ✭✸✮
✺
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦s✐♥❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ▲❋❘ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ γ ♦✈❡r ❛❧❧
✐ts ♠✐rr♦r str✐♣s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ▲❋❘ s♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r
❤❛✈✐♥❣ ✶✹ ♠✐rr♦r str✐♣s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ 1.4m ❡❛❝❤✱ ✇✐t❤ ❛ ❣❛♣ ♦❢ 0.6m ❜❡t✇❡❡♥
❛❞❥❛❝❡♥t str✐♣s✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ 16m ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s✳
❚❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ✇❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ♣r❛❝t✐s❡❞ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ❜✉t
✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ♦t❤❡r ♦❝❝❛s✐♦♥s ❬✻❪ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐rr♦rs ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡
❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐s❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② r❡✢❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛t✐♦s
♦✛❡r ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠✐rr♦r str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s 1.1 t✐♠❡s t❤❡
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳
❋♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❞ ❧♦ss✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ▲❋❘ r♦✇ ✐s
✶✺ t✐♠❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❛t ✐s✱ 240m✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❧♦♥❣❡r ▲❋❘ r♦✇s
✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ❡♥❞ ❧♦ss✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲t♦✲❤❡✐❣❤t r❛t✐♦ ✇✐❧❧ ❜r✐♥❣ ❛❜♦✉t ❧❡ss
t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✲t♦✲❝♦st r❛t✐♦✳ ■❢ t❤❡ r♦✇ ✐s ❧❡♥❣t❤❡♥❡❞ ♦r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❧♦✇❡r❡❞ t♦
r❡❞✉❝❡ ❡♥❞ ❧♦ss✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❡♥❞ ❧♦ss✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✶✺ t✐♠❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢❛✐r❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡♥❞ ❧♦ss✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧♦✇✲❝♦st ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡❝♦✈❡r ❡♥❞ ❧♦ss ❞♦ ❡①✐st✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❝♦✈❡r ❛ s❧✐❣❤t ❡♥❞ ❧♦ss ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡♥❞ ❧♦ss
❧♦♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ s✉❜tr❛❝t ❛ ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡ 0.01 ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❞ ❧♦ss ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
▲❡t θa = θa (δ, h) ❜❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ❧♦ss r❛t✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
E (δ, h) =
1.1
15
|tan (θa)| − 0.01 ,
❛♥❞ ❜② ✭✶✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❞ ❧♦ss ✐s
E =
3.3
60pi2
2piˆ
0


pi/3ˆ
−pi/3
|tan (θa)| dh

 dτ − 0.01 . ✭✹✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤✲
♦❞s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r✱ σ✱ t♦ ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ②✐❡❧❞s ♦❢ ✉♥✐t ♠✐rr♦r s✉r❢❛❝❡ ❛t ✇✐♥t❡r ❛♥❞ s✉♠♠❡r s♦❧st✐❝❡ ♥♦♦♥✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ✇♦rs❡ t❤❛♥ σ✱ ❞✉❡ t♦
♦t❤❡r ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❛ s❤♦rt❡r ❞❛② ❞✉r✐♥❣ ✇✐♥t❡r ♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦ss❡s
t❤❛t r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳
✷ ❊①✐st✐♥❣ ▲❋❘ ♠♦❞❡s
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✸ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡s t♦ ✐♥st❛❧❧ ❛ ▲❋❘ s♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t♦r✳
✻
✶✳ ❋❧❛t ❡❛st✲✇❡st ❛①✐s✿ ❚❤❡ ♠✐rr♦r ✜❡❧❞ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡
❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❡❛st✲
✇❡st ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✷✳ ❋❧❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s✿ ❚❤❡ ♠✐rr♦r ✜❡❧❞ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡
❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤✲
s♦✉t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✸✳ ■♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st ❛①✐s✿ t❤❡ ❛①❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❡❛st✲✇❡st ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
✇❤♦❧❡ ♠✐rr♦r ✜❡❧❞ ✐s ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ s✉♥✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤✱
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ t❤❛t ❡q✉❛❧s t❤❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐t❡✳
❆♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✱ t❤❡ ✢❛t ❡❛st✲✇❡st ❛①✐s ♠♦❞❡ ✐s ♦❢ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ❝♦st ❛s
t❤❡ ✢❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♠♦❞❡ ❜✉t ♦✛❡rs ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛❧❧ ❧❛t✐t✉❞❡s✳
❙♦ ✐t ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❲❡ ❛❧s♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥st❛❧❧✐♥❣ ❛ ▲❋❘ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❤♦r✐③♦♥t❛❧
r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆ ▲❋❘ r♦✇ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❧❡♥❣t❤❀ ❛♥❞ t❤❡♥
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s t♦♦ ❧♦♥❣ t♦ ❜❡ t✐❧t❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳
❋❧❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♠♦❞❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮ ❲❡ ❤❛✈❡ β = 0✱ ❛♥❞ v1 ✐s ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ s♦ θa = arcsin (〈v1, v〉)✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱
arcsin (〈v1, v〉) ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s✉♥❧✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐s✱ ❜✉t ❛s t❤❡
♠✐rr♦rs ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❋❧❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ▲❋❘
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ α✱ ❧❡t r ❜❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠✐rr♦r
❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s
♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐rr♦r str✐♣s ❛r❡
arctan (−13/16) ∼ −39.1◦, arctan (−11/16) ∼ −34.5◦, ..., 39.1◦ .
▲❡t v′ = v−〈v1, v〉 v1 ❜❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ v
′ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡
♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✱ ❛♥❞ ❧❡t u = M3M2

 00
1

 ❜❡ t❤❡
✼
✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ t❤❡ ③❡♥✐t❤✳ α ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ α′ ❜❡t✇❡❡♥ u
❛♥❞ v′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
α′ = arccos
(
〈u, v′〉
||v′||
)
.
◆♦✇ t❤❡ ♠✐rr♦r ❤❛s t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ♦♥t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ s♦ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡
r♦t❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ r ❛♥❞ α′, t❤❛t ✐s✱
α =
1
2
(r + α′) =
1
2
(
r + arccos
(
〈u, v′〉√
〈v′, v′〉
))
. ✭✺✮
❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦s✐♥❡ ❢❛❝t♦r γ ♦❢ ❛
♠✐rr♦r str✐♣✳ ❆✈❡r❛❣❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s t♦ ❣❡t t❤❡
❣❧♦❜❛❧ γ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r✳
❙❤❛❞✐♥❣ ❜② ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐rr♦r str✐♣s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❜❡ 1.2% ❢♦r ♦✉r
s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛t✐t✉❞❡✳
❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ ❞❛t❛ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❧❛t✐t✉❞❡s✳
❧❛t✐t✉❞❡ ϕ γ 1− E 1−s❤❛❞✐♥❣ ▼✐rr♦r ②✐❡❧❞ σ
✷✺➦ 0.83 0.98 0.99 0.8 0.66
✸✵➦ 0.8 0.97 0.99 0.77 0.6
✸✺➦ 0.77 0.96 0.99 0.73 0.53
✹✵➦ 0.74 0.96 0.99 0.7 0.47
✹✺➦ 0.7 0.95 0.99 0.65 0.39
✺✵➦ 0.66 0.94 0.99 0.61 0.32
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❋❧❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
■♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st ❛①✐s ♠♦❞❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠✐rr♦r ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❛t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ α = 0✱ θa = h✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❤❛❞✐♥❣
❜② ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐rr♦r str✐♣s✳
■♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ❜❡ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ β − ϕ
♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ r ❛♥❞ δ✱ ♦r β − ϕ = 1
2
(r + δ)✳ ❆♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶ ❣✐✈❡ γ = 0.8✱ 1 − E = 0.96✱ s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ ✐s 0.77✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❝❧❡❛r❧② σ = 1✳
❧❛t✐t✉❞❡ ϕ γ 1− E 1−s❤❛❞✐♥❣ ▼✐rr♦r ②✐❡❧❞ σ
❛♥② 0.8 0.96 1 0.77 1
❚❛❜❧❡ ✷✿ ■♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st ❛①✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
■t ✇♦✉❧❞ ❝♦st t♦♦ ♠✉❝❤ t♦ ✐♥❝❧✐♥❡ ❛ ✇✐❞❡ ▲❋❘✳ ❖♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs ✇✐t❤
❧✐♠✐t❡❞ ✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♦✈❡r❝♦st ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t
t❤❡♥ ✐❢ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ t♦♦ ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ t❤❡
♦✈❡r❝♦st ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳
✽
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st ▲❋❘
❯s✐♥❣ ♠✐rr♦rs ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ✸ t♦ ✺ ♠✐rr♦r str✐♣s
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❝♦st ♦❢ ♥❛rr♦✇ ♠✐rr♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛
♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ✸ ♠✐rr♦r str✐♣s ♦❢ 1.8m ✇✐❞❡ ❡❛❝❤ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦✈❡r❝♦sts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣ ❞✉❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r
r❡❝❡✐✈❡r st✐❧❧ ❡①✐st✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s s❡t✉♣ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡
♦❝❝❛s✐♦♥ ❧❛t❡r✳
✸ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡✿ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r
❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✢❛t tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♠♦❞❡✳ ❇✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧❧② r♦t❛t✐♥❣ ♠✐rr♦rs✱ ✇❡ ✐♥❝❧✐♥❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs t♦ ❛♥ ❛♥❣❧❡
❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ❙✉♥✱ t❤❛t ❡q✉❛❧s 0.5 t✐♠❡s t❤❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐t❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❡♠❛✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r ✢✉✐❞ ✐s ❡①❛❝t❧② ❛s ✉s✉❛❧✳
❍❡r❡ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s s❡t✉♣✱ ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s t♦ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s✳
❲❡ ❤❛✈❡ β = 0.5ϕ✱ ❛♥❞ α ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✮ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✢❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤
❛①✐s✳ ❆s ❢♦r θa✱ t❤❡ t✐❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs ♠❛❦❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
θa = arcsin (〈v1, v〉)− β .
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✹✮ t❤❡♥ ❣✐✈❡s E = 0.01✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♥❞ ❧♦ss✱ ❛♥❞ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❧❛t✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❛t t❤❡ ✏❤❛❧❢✲
t✐❧t✐♥❣✑ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤t t♦ ❛♥❣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ γ ❣♦❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ✢❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤
❛①✐s ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❧❛t✐t✉❞❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1
2
ϕ✳ ❙❤❛❞✐♥❣ ❜② ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐rr♦r str✐♣s ✐s ❛❧s♦
s❡♥s✐❜❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ✢❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧
♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳
✾
❧❛t✐t✉❞❡ ϕ γ 1− E 1−s❤❛❞✐♥❣ ▼✐rr♦r ②✐❡❧❞ σ
✷✺➦ 0.88 0.99 0.99 0.86 0.82
✸✵➦ 0.87 0.99 0.99 0.85 0.79
✸✺➦ 0.86 0.99 0.99 0.84 0.76
✹✵➦ 0.85 0.99 0.99 0.83 0.73
✹✺➦ 0.84 0.99 0.99 0.82 0.7
✺✵➦ 0.83 0.99 0.99 0.81 0.66
❚❛❜❧❡ ✸✿ ◆♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
✹ ❖♣t✐❝❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s
■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs ❛r❡ t✐❧t❡❞ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①❡s ♦❢ t❤❡
♠✐rr♦rs ❛r❡ st✐❧❧ ❦❡♣t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ r♦t❛t✐♦♥
❛①❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❤❛r❡ ❛ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛①✐s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢
t❤❡ ♠✐rr♦rs ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✏❛s ✉s✉❛❧✑✱ ✐ts s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✇❤♦s❡
❣❡♥❡r❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❧✐❣❤t ✐s ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s✱ t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧②
♠❡❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛t ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧✳
❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ♠✐rr♦r str✐♣ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐rr♦r ✐s ❝♦♣❧❛♥❛r ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛①✐s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❋❘ ✇✐t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦rs ❡❛❝❤ ❝♦♣❧❛♥❛r ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s✳ ❆s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t
♠✐rr♦r str✐♣s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥✐❢♦r♠✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ♠✐rr♦r s❤❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✉s❡
✐s ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s✳ ❆♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♠✐rr♦r str✐♣s ♠❛❦❡
t❤❡ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ s♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦st ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡✳
❆ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧
✶✵
♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ s❧✐❣❤t❧② t✇✐st t❤❡ ♠✐rr♦rs t♦ ✏❝♦rr❡❝t✑ t❤❡ ❢♦❝✉s ❧✐♥❡ ♦♥t♦ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ t✇✐st❡❞ ♠✐rr♦r str✐♣ ✭✇✐t❤ ❛ ❤❡❛✈✐❧② ❡①❛❣❡r❛t❡❞ t✇✐st✐♥❣✮
❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✇✐st✐♥❣ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❢♦❝✉s
❧✐♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ t❤❡
♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♥❣❧❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡
❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇✐st✐♥❣✳
❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② t♦ ❞♦ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❙♦ ❧❡t ϕ = 50◦✱ β = 0.5ϕ =
25◦✱ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ♦✉t❡r✲♠♦st ♠✐rr♦r str✐♣ ✇✐t❤ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 13m
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✳ t❤✐s ✐s t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣
t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✇✐st✐♥❣✳ ▲❡t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❜❡ 17m ❛❜♦✈❡
t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s✱ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣ t♦ ❜❡
λ = 4m✳ ❲✐t❤ 25◦ t✐❧t✐♥❣✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣ ✐s 15.3m ❜❡❧♦✇ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r✳
❚❛❦❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡ x ❛①✐s ♣♦✐♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②
t♦ t❤❡ ❡❛st✱ t❤❡ z ❛①✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣✱ ❛♥❞
s♦ t❤❡ y ❛①✐s ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ t❤❡ s❦② ✇✐t❤ ❛ t✐❧t✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ 25◦✳ P✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r
str✐♣✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❧✐♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s{
x = 13
y = 17/ cos (25◦)− tan (25◦) z ∼ 18.757− 0.4663z
▲❡t p1 = (0, 0, 0) ❛♥❞ p2 = (0, 0, 4) ❜❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡t✐❡s
♦❢ t❤❡ ✭r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s✮ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ s✉♥❧✐❣❤t ❤✐tt✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♣♦✐♥ts pi ✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤ts ❜② t❤❡ ♠✐rr♦r ✉♥❞❡r ❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❢♦r♠ ❛
q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡ Ci ✱ ✇❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s z = ci
√
x2 + y2+di ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
ci ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s✉♥❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t c1 = c2✱ ❛♥❞ d1 = 0✱ d2 = 4✳
❊❛❝❤ ❝♦♥❡ Ci ♠❡❡ts t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❧✐♥❡ ❛t ♦♥❡ ♣♦✐♥t qi✳ ❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ Li ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ piqi ♦♥ t❤❡ xy ♣❧❛♥❡ ❤❛s ❛♥ ❛♥❣❧❡ ai ✇✐t❤ t❤❡ x ❛①✐s✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ a2 − a1 ✐s t❤❡ ❡rr♦r t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t✇✐st✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r
str✐♣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ✐s ♥♦♥✲t✇✐st❡❞✱ t❤❡ t✇♦ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤ts ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✳
◆♦✇ ✐❢ t❤❡ ♠✐rr♦r r♦t❛t❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡ t✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ xy ♣❧❛♥❡ t❛❦❡s ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ 2t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❡rr♦r
❛♥❣❧❡ a2 − a1✱ t❤❡ ♠✐rr♦r ♠✉st ❜❡ t✇✐st❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ a = (a2 − a1) /2 ❢r♦♠
♦♥❡ ❡♥❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✇✐st✐♥❣✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❙✉♥ r♦t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❡❛st✲✇❡st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐rr♦r✱
t❤❡ ❝♦♥❡s C1 ❛♥❞ C2 r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❙♦ t❤❡ t✇✐st✐♥❣ ❛♥❣❧❡ a ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳
✶✶
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛❧❧ t❤❡
❞❛t❛✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ a ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✳
❋✐rst✱ t❛❦❡ t❤❡ ❡q✉✐♥♦① ♥♦♦♥ ❙✉♥ ✭t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❡s✬ ❛♥❣✉❧❛r
r❛❞✐✉s ✐s 90◦ − 25◦ = 65◦✱ s♦ c1 = c2 = tan (25
◦) ∼ 0.4663✳ ❲❡ ❤❛✈❡ q1 =
(13, 14.52, 9.088) ❛♥❞ q2 = (13, 12.91, 12.543)✱ a1 = 41.84
◦✱ a2 = 45.2
◦✱ ❤❡♥❝❡
a = 1.68◦ = 29.35 ♠r❛❞ .
◆❡①t ❧❡t t❤❡ ❙✉♥ ❜❡ ❛t ✇✐♥t❡r s♦❧st✐❝❡ ♥♦♦♥ ✭t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡
c1 = c2 = tan (25
◦ + 23.44◦) ∼ 1.128✱
a = 2.067◦ = 36.1 ♠r❛❞ .
❆t s✉♠♠❡r s♦❧st✐❝❡ ♠♦r♥✐♥❣✱ t❤❡ ❙✉♥ ✐s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡
♦❢ ❛❜♦✉t −10◦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s✳ ❚❤✐s
❣✐✈❡s c1 = c2 = tan(−10
◦) ∼ −0.1763✱ ❛♥❞
a = 1.33◦ = 23.2 ♠r❛❞ .
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✇✐st✐♥❣ ✐s ❛❜♦✉t ✶✸ ♠r❛❞✳
◆♦✇ ✐❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ t✇✐st ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r r♦t❛t✐♦♥ ✐s ✸✳✷✺
♠r❛❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ✻✳✺ ♠r❛❞✳ ❚❤✐s ✐s
❛❜♦✉t ✸ t✐♠❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧❧② t♦❧❡r❛t❡❞✳
❋♦r ϕ = 40◦✱ t❤✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞r♦♣s t♦ ✹✳✺ ♠r❛❞ ❢♦r ❛ ♠✐rr♦r ❧❡♥❣t❤
♦❢ 5m✳
❆s t❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✱ ✐t ✐s
s❡❛s♦♥❛❧✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡❛❞❥✉st t❤❡ t✇✐st✐♥❣ ♠❛♥✉❛❧❧②
✭✹ ♦r ✻ t✐♠❡s ❛ ②❡❛r✮✱ ♦r t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣
❞❡✈✐❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ t✇✐st ❛❞❥✉st♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭♠♦r❡ t✇✐st✐♥❣ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳
❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇✐st✐♥❣ t♦ ❧❡ss t❤❛♥ 1/3 ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛♠♦✉♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷ ♠r❛❞✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ ♠✐rr♦r str✐♣ ✐s ❛♥♦t❤❡r
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t pi ♦♥ t❤❡ ♠✐rr♦r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ pi ❛♥❞ qi ♦♥ t❤❡ xy ♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r✲
♠♦st str✐♣s✱ s♦ ✇❡ ❛ss✉♠❡ x = 1✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
♠✐rr♦r t✇✐st ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳
❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡♥❞ t♦
t❤❡ ♦t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡♥❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ t✐❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ λ ♦❢
t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣✿ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ str✐♣✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳
■❢ t❤❡ λ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥
10− 15%✱ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳
✶✷
❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ s❝♦♣❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐rr♦r str✐♣s ✇✐t❤ ✜①❡❞
❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜②
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✳
❲✐t❤ ♦✉r ♠✐rr♦r ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❛r✐❡s
s❧✐❣❤t❧② ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡♥❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♦❝❝❛s✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ ✐s t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✳
❚❛❜❧❡ ✹ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠✉♠✿♠✐♥✐♠✉♠✳ ■♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ρ1 ✭r❡s♣✳
ρ2✮ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✐♥t p1 ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦✐♥t p2✮✳
ϕ β λ x ρ1 ρ2
30◦ 15◦ ✼ ✶ 1.31 1.31
30◦ 15◦ ✼ ✶✸ 1.24 1.23
35◦ 17.5◦ ✻ ✶ 1.39 1.39
40◦ 20◦ ✺ ✶ 1.47 1.47
40◦ 20◦ ✺ ✶✸ 1.36 1.34
45◦ 22.5◦ ✺ ✶ 1.57 1.57
50◦ 25◦ ✹ ✶ 1.68 1.68
50◦ 25◦ ✹ ✶✸ 1.5 1.47
❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❢♦❝❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r
✇✐❧❧ ✈❛r✐❡ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✉♣ t♦ 1 : 2✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡ ✐s t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ ♠✐rr♦r ♦❢
✜①❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ t♦ ♦✛❡r ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠✐rr♦rs
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ♦✛❡r t❤✐s s❝♦♣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ±1% ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ❢♦r
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ❬✼❪✳ ❋♦r ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐③❡s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ❛♥ ❡rr♦r ❧❡ss t❤❛♥ ±1
♠r❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳
✺ ❖t❤❡r ✐ss✉❡s
■♥ ❛ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ♠♦❞❡ ▲❋❘ r♦✇✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs ✐♥ ♦♥❡ r♦✇✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛✈♦✐❞ s❤❛❞✐♥❣ ❜② ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐rr♦r ❜❛♥❦s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡
✭✇✐♥t❡r s♦❧st✐❝❡ ♥♦♦♥✮✱ s✉✣❝✐❡♥t s♣❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ❧❡❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜❛♥❦s✳
❚❤✐s ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❣❛♣ ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r r♦t❛t✐♦♥
✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ❜❛♥❦ ✐s
λ sin (β) = λ sin (0.5ϕ) ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ❜❛♥❦ ❜❡❤✐♥❞ ✐t✳ ❆t
✶✸
✇✐♥t❡r s♦❧st✐❝❡ ♥♦♦♥✱ t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛♥❣❧❡ ❡q✉❛❧ t♦
a = ϕ+ 23.44◦ ,
s♦ t❤❡ ❣❛♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡
µ = λ sin (0.5ϕ) tan (a) .
❆♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ R ♦❢ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ❜❛♥❦ ♦❢
♠✐rr♦rs ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♣r❡❝❡❡❞✐♥❣ ♠✐rr♦r ❜❛♥❦ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♠✐rr♦r ❜❛♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s
R = λ cos (0.5ϕ) + µ = λ (cos (0.5ϕ) + sin (0.5ϕ) tan (a)) .
❚❤❡ ❣❛♣✲t♦✲♠✐rr♦r r❛t✐♦ µ : λ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✲t♦✲♠✐rr♦r r❛t✐♦ R : λ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
❧❛t✐t✉❞❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐rr♦r ❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t H ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 15%✳
❚❤✐s ❧❛st r❛t✐♦ ❡q✉❛❧s
λ : H = 0.15/ sin (0.5ϕ) .
ϕ β µ : λ R : λ max (λ : H)
25◦ 12.5◦ 0.244 1.22 0.69
30◦ 15◦ 0.35 1.31 0.58
35◦ 17.5◦ 0.49 1.44 0.5
40◦ 20◦ 0.68 1.62 0.44
45◦ 22.5◦ 0.97 1.89 0.39
50◦ 25◦ 1.42 2.32 0.355
❚❛❜❧❡ ✺✿ ▲❡♥❣t❤ r❛t✐♦s ❢♦r ♥♦rt❤✲❡❛st t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ♠♦❞❡
■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❣❛♣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺
❛r❡ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦♣t✐♠❛ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
♠❛①✐♠❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ϕ = 45◦✱ r❡❞✉❝✐♥❣ R : λ t♦ 1.5 ❢r♦♠ 1.89 r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ 2% ❞✉❡ t♦ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ s❤❛❞✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r s✉✛❡rs ❛ ❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t✳ ■❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s
✐♥ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❧♦ss❡s ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② ❛ s❤♦rt❡r r❡❝❡✐✈❡r ♦✈❡r✇❡✐❣❤ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❤♦rt❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❡tt❡r✳
❲❡ r❡♠❛r❦ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐rr♦r ❜❛♥❦s ✐s ♥♦t ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ✇❛st❡❞✿ ✐t ♦✛❡rs ❛ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐rr♦r ✜❡❧❞✳
❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐ss✉❡✳ ◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠✐rr♦r str✐♣s
❛r❡ ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞❡❣r❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐rr♦r✳ ❇✉t
✐t ✐s t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐t✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❜② ❞r✐✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐rr♦r str✐♣s ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦✲
t♦rs✱ ♦r ✐❢ ♦♥❡ ♠♦t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐rr♦r str✐♣s✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣
✶✹
❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ❞r✐✈✐♥❣ s②s✲
t❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❛s ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ✢❛t ♠✐rr♦r ♠♦❞❡✱
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♠♦t♦r t♦ ❞r✐✈❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐rr♦r str✐♣s ✐s
♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❛t ✐s s❛✈❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦t♦rs ♠❛② ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜❡ ♣❛✐❡❞ ❜❛❝❦ ❢♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡✳ ❲✐t❤ t❤❡
❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣
❧✐♥❦❛❣❡ ✐s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳
❆s ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ t❤♦✉r♦✉❣❤ ❝♦st st✉❞②✱
✇❡ s✐♠♣❧② ♠❛❦❡ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❝♦st✳ P❡r ✉♥✐t ♠✐rr♦r s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ t✐❧t❡❞
♠✐rr♦r ♠♦❞❡ ❝♦sts s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ✢❛t ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❝♦st ❣r♦✇s ✇✐t❤
t❤❡ t✐❧t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ β✳ ❚❤✐s ♦✈❡r❝♦st ✐s ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✿ ❛ ❧♦♥❣❡r r❡❝❡✐✈❡r✱
❡①tr❛ ❝♦st ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s✱ ❛♥ ❡①tr❛
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ t✇✐st t❤❡ ♠✐rr♦rs✳ ❇✉t t❤❡ ❜❛s✐❝ s✐③✐♥❣ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
✢❛t ♠♦❞❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❝♦st ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st
♠♦❞❡✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ t✐❧t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ β ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r str✐♣s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ 0.5ϕ ✐s
♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t✐❧t✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t✐❧t✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦rs t♦ ❛♥ ❛♥❣❧❡
β < 0.5ϕ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦✈❡r❝♦st✱ ❜✉t t❤❡ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦♦✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱
t✐❧t✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦rs t♦ ❛♥ ❛♥❣❧❡ β > 0.5ϕ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡
♦✈❡r❝♦st ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✉♥t✐❧ s♦♠❡ ♣♦✐♥t < ϕ ✇❤❡r❡ t❤❡ ②✐❡❧❞ st❛rts t♦ ❞❡❝❧✐♥❡✳
❍❡♥❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❡st ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ❛♥❞
t❤❡ ②✐❡❧❞✳ ❇✉t ❛♥② ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ β ❢r♦♠ 0.5ϕ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡♥❞❧♦ss✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ 0.5ϕ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞s
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✢❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♠♦❞❡ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❆❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❝✉r✈❡❞ ♠✐rr♦r str✐♣s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝
❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❲✐t❤ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st ♠♦❞❡
s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ s❡✈❡r❡ ♦✈❡r❝♦st✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ♠♦❞❡ ❤❛s ❛
✈❡r② ♣♦♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡✳
▲❛t✐t✉❞❡ ❋❧❛t ■♥❝❧✐♥❡❞ ❚✐❧t❡❞
25◦ ✶ ✵✳✾✻ ✶✳✵✽
30◦ ✶ ✶ ✶✳✶
35◦ ✶ ✶✳✵✺ ✶✳✶✺
40◦ ✶ ✶✳✶ ✶✳✶✾
45◦ ✶ ✶✳✶✽ ✶✳✷✻
50◦ ✶ ✶✳✷✻ ✶✳✸✸
❚❛❜❧❡ ✻✿ ▼✐rr♦r ②✐❡❧❞ ❛♥❞ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❆ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ♠✉st
❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦sts✳ ❇✉t ❝♦st ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡
✶✺
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ s♦ ✇❡ s✐♠♣❧② ♠❛❦❡ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s✳
❆♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st ❛①✐s ♠♦❞❡ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st
❝♦st ♣❡r ♠✐rr♦r s✉r❢❛❝❡✱ ❛s ✐s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❇✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐ts ♦✉t♣✉t ✐s
t❤❡ ♠♦st ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧❛t✐t✉❞❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❡①❝❡❧❧❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥t❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✢❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♠♦❞❡ ✐s
t❤❡ ♠♦st ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐ts ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ ❧❡❛st ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ s❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ♠♦❞❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ✐♥ ❜♦t❤ ❛s♣❡❝ts✳
❍❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❡❛❝❤✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦st
❛s♣❡❝t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥❝❡❧s ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ♦r
❧❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠✐rr♦r ②✐❡❧❞s r❡✢❡❝t q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
❚❤❡ ✢❛t ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ ❛①✐s ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❧❛t✐t✉❞❡s ✉♥❞❡r 25◦✳
❚❤❡ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤ t✐❧t❡❞ ♠✐rr♦r ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❧❛t✐t✉❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
25◦ ❛♥❞ 45◦✳
❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❡❛st✲✇❡st ❛①✐s ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❧❛t✐t✉❞❡s ❛❜♦✈❡ 50◦✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ●✐❛❝♦♠♦ ❇❛r❛❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ❖♣t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡s♥❡❧ ❝♦❧❧❡❝t♦r
❢♦r s✐❝✐❧②✱ ❙♦❧❛rP❆❈❊❙✷✵✶✵
❬✷❪ ❉❛✈✐❞ ❘✳ ▼✐❧❧s ❛♥❞ ●r❛❤❛♠ ▲✳ ▼♦rr✐s♦♥✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❋r❡s♥❡❧ ❘❡✲
✢❡❝t♦r P♦✇❡r♣❧❛♥ts ✲ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❈♦sts✱ ✐♥ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙♦❧❛r ✬✾✼ ✲ ❆✉str❛❧✐❛♥ ❛♥❞ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞ ❙♦❧❛r ❊♥❡r❣②
❙♦❝✐❡t②
❬✸❪ ❈❤r✐st♦♣❤ ❘✐❝❤t❡r ❡t ❛❧✳✱ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ s♦❧❛r ♣♦✇❡r ❣❧♦❜❛❧ ♦✉t❧♦♦❦
✵✾✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ●r❡❡♥♣❡❛❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✷✵✵✾
❬✹❪ ❘✳ ◆✳ ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ❙♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r
❢r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❡r❣② ❘❡✲
s❡❛r❝❤ ❱♦❧✉♠❡ ✹✱ ■ss✉❡ ✶✱ ♣❛❣❡s ✺✾✕✻✼✱ ✶✾✽✵
❬✺❪ ❋r❛♥③ ❚r✐❡❜ ❛♥❞ ❍❛♥s ▼ü❧❧❡r✲❙t❡✐♥❤❛❣❡♥✱ ❊✉r♦♣❡✕▼✐❞❞❧❡
❊❛st✕◆♦rt❤ ❆❢r✐❝❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♥❞ ✇❛✲
t❡r✱ ❙✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❙❝✐❡♥❝❡ ❱♦❧✉♠❡ ✷✱ ◆✉♠❜❡r ✷✱ ✷✵✺✲✷✶✾✱ ✷✵✵✼
❬✻❪ ●❛♥❣ ❳✐❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r② r❡✢❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s♦❧❛r
r❡❝❡✐✈❡r✱ t♦ ❛♣♣❡❛r
❬✼❪ ●❛♥❣ ❳✐❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ▼✐rr♦rs ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r s♦❧❛r
❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs✱ t♦ ❛♣♣❡❛r
✶✻
